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1 Secuencias y Recurrencias

Nos ocupamos de secuencias de ntumeros de la forma a = (ag,a1,as,as,...), y mas especificamente de
secuencias que pueden ser descritas por recurrencias lineales con coeficientes constantes de la forma:

C()an + Clan—l + -+ Cr—lan—r+1 + Cran—r = f(n) 5 (1)

donde Cjy, C}. # 0, junto con r condiciones de borde, tipicamente, los r valores ag, ..., 0r_1.

2 Meétodo de Solucion

Miés adelante veremos que la solucién general de la recurrencia es de la forma a,, = a” + a2 donde a” es la
solucién general de la recurrencia homogenea asociada a (1), y a? es una solucién particular cualquiera.

2.1 Solucion Homogenea

Similar a la resolucién de una ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes, construimos la recur-
rencia homogenea con respecto a (1):

Coan + Clanfl + -+ C’r‘flanfrJrl + Cranfr =0 (2)

en donde hemos reemplazado el lado derecho por la constante 0. Para conseguir la solucién general a (2),
consideramos el polinomio caracteristico, de grado r, asociado:

COZT“‘ClZTil+"'+C»_1Z—|—O7- = 0. (3)

Sean aq,...,qq las raices del polinomio con multiplicidades my, ..., mg donde Zl m; = r. Consideramos
dos casos: el caso d = r donde todas las raices son distintas y de multiplicidad 1, y el caso d < r donde
algunas raices son de multiplicidad mayor a 1. Para el primer caso, la soluciéon general homogenea es:

h
an,

= Ao+ + A,
donde las r constantes Ay son determinadas por las condiciones de borde de la secuencia. En el segundo
caso, que también incluye al primer caso como caso especial, la solucién general es de la formas:

mk—l

d
h __ A, in
a, = k,z’ﬂ g .

k=1 i=

De nuevo, existen r constantes Ay, ; determinadas por las condiciones de borde de la recurrencia.

2.2 Solucién Particular

Es cualquier solucién (secuencia) a? que satisface (1) pero no necesariamente las condiciones de borde. Una
solucién particular se consigue tipicamente por el método de ensayo y error. FEl primer intento debe ser
basado a la funcién f(n) y si éste falla, se debe entonces corregir con la informacién obtenida de la falla.



2.3 Ejemplos
2.3.1 Numero de Palabras Cuaternarias con un Numero Par de Os

Determine el ndmero de palabras de longitud n sobre el alfabeto {0, 1,2, 3} que contienen un nimero par de
0s. Tomemos una dicha palabra cualquiera y veamos el primer simbolo. Sies 1, 2 6 3, entonces el resto de la
palabra, de longitud n — 1, debe tener un nimero par de 0s. Si el primer simbolo es 0, el resto de la palabra
tiene un numero impar de Os. Por lo tanto, si a, representa el nimero de dichas palabras de longitud n,
tenemos

Ay = 3an—1 + (4n71 - an—l) = 2an—1 + 4n71 )

ya que la expresién entre paréntesis es el nimero de palabras de longitud n — 1 con un nimero impar de
0s. Claramente, los primeros elementos de la secuencia son ag = 1, a; = 3, as = 10, etc. La solucién de
la recurrencia homogenea es de la forma a = A2". Para conseguir una solucién particular, probemos algo
de la forma af = B4™ ya que f(n) = 4"~ ! y en consecuencia af, debe ser de orden 4. Metiendo a? en la
recurrencia, obtenemos

B4™ —2B4" ' =4""' — 4B-2B=1 = B=1/2.

Entonces, la solucién general a la recurrencia es a, = A2"™ + 4" /2. Usamos la condicién de borde ag = 1
para encontrar A = 1/2. Asf, a,, = 4"/2 4+ 2"/2 es el ntimero buscado. Es facil ver ag = 2°/2 + 49/2,
a1 =2/2+4/2y ay =2%/2 +42/2.

2.3.2 Determinantes

Evaluar el determinante n x n:

2 1 0 0 0 0 0 O

1 2 1 0O 0 0 O

1 2 1 0 0 0 O
O o
oo o0 --- 1 21

oo o0 --- 01 1
o 0o o0 -+~ 001

Utilice el método de cofactores, primero por columna y luego por fila, para obtener la recurrencia:
Up = 2an—l — anp—-2

con las condiciones de borde a; = 2 v as = 3. El polinomio caracteristico 22 — 2z + 1 = (z — 1)2 tiene
la raiz « = 1 con multiplicidad 2. Entonces, la solucién homogenea y general, ya que f(n) = 0, es de la
forma a,, = (An + B)1™. Utilice las condiciones de borde para obtener A+ B =2y 2A + B = 3. Entonces,
A =B =1y el determinante es a, =n + 1.

3 Justificacion del Método

Observe que todas la secuencias que satisfacen la recurrencia homogenea (2) (sin contar las condiciones de
borde) forman un espacio vectorial H sobre el campo de los reales:

H = {a € R*™ : a satisface (2)}.

Es f4cil ver que dim(H) = r ya que basta conocer las primeras r coordenadas de una secuencia para recuperar
toda la secuencia. Sea A el conjunto de secuencias que satisfacen (1), y @ € A una solucién particular.

Teorema 1 A="H +a.
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Prueba: Para ver que H + a C A basta tomar una secuencia @’ € H y verificar a +a’ € A. Para ver esto,
sume las siguientes igualdades

OOCLn + Clan—l + -+ Cr—lan—r+1 + Cran—r = f(n>
Coay, + Chap,_y +---+Crval,_pyy+Cray,_. = 0
Colan +ap] + Cilan—1 +ap, ]+ -+ Cralan—ry1 +a,_, ]+ Crlan—r +a,_,] = f(n)’

y por la tanto a+a’ € A. Similarmente, para todo a’,a” € A, tenemos a’ —a” € 'H ya que los lados derechos
se cancelan. Entonces, para a’ € A, tenemosa’ = (@’ —a) +a € H +a;ie. ACH+a. O

Conjuntos de vectores que son el resultado de “desplazar” un espacio vectorial por un vector son llamados
espacios afines. Sean «ay, ..., a4 las raices del polinomio caracteristico, y defina las secuencias a(k, ), para
1<k <d,0<1i<mg, como alk,i), =apn’.

Teorema 2 H = span({a(k,i): 1 <k <d,0<i<mg}).

Prueba: Primero veamos H O span({e(k,i)}r ;). Para esto, basta mostrar a(k,i) € H. Para, i = 0,
a(k,0), = af y al ser ay, solucién del polinomio caracteristico, obtenemos a(k,0) € H. Si my > 1, entonces
ay no sélo satisface (3) pero también (3) multiplicado por 2"~ " y su derivada, i.e.

C()Zn 4 Clzn—l e Crilzn—r—i-l + Crzn_r _ 0’
Conz""1+ 4 (n— 1)2"72 +- 4+ Ciln—r+1)2"""+Cr(n— r)znfrfl -0

Reemplazando z por o y multiplicando por «j ambos lados, obtenemos
Conaf +Ci(n—)al '+ 4+ Crsi(n—r+ 1)l "M+ Cr(n —r)al™ = 0,

y entonces a(k,1) € H. De manera similar se muestra a(k,i) € H para todo 1 < k <d,0 <i < mg.
Falta mostrar H C span({a(k,¢)}x ;). Para esto, mostramos que {e(k, )} ; es un conjunto de r vectores
linealmente independientes. Sean {Ay ;} r constantes tales que

d mp—1
S Avialki) = 0.
k=1 i=0
Es decir, para todo n > 0,
d mp—1
> Agintap = 0. (4)
k=1 i=0

Como C,. # 0, note que |ag| > 0. Sin perdida de generalidad asuma que 0 < |a;| < |ag| < -+ < |ag].
Dividiendo (4) por n™¢~1a” y tomando el limite cuando n tiende infinito vemos

.
I

k=1 i=
Por lo tanto, Agm,—1 = 0. Ahora, divida (4) por nm‘l_gaziI y tome el limite para obtener Ag4,,,—2 = 0.
Continue hasta obtener A; g =+ = Ay -1 =A20 == Agm,—1 =0. O

La correctitud y completitud del método es una consecuencia directa de ambos resultados ya que toda
recurrencia en 4 puede escribirse como una solucién particular mas una solucién homogenea.
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